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Und so weiter... Annaherung an das Unendliche
— Lésungshinweise —

1 Numerisch und graphisch

1.1 Umfang einer Quadratischen Flocke

Figur O Figur 1 Figur 2 Figur 3

Abbildung 1: Quadratische Flocke mit Seitenldnge s = 9.

Der Umfang U; der Figur 1 betrdgt aufgrund der Seitenldnge s =9 der Figur 0
s
n=1 (39
5
= 5+ U = 60. (1)

Fiir den Umfang Us der Figur 2 ergibt sich, wenn das Verdnderungsverfahren erneut auf jede Seite von Figur 1
angewandt wird

Analog zu Figur 2 gilt fiir den Umfang Us der Figur 3
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Somit kann aus den ersten Folgegliedern die allgemeine Formel fiir den Umfang U,, einer Figur n mit n > 0 hergeleitet
werden:

5\" 5\"
Un—4~s~<) —UO~<3> , fiir alle n mit n > 0. (4)
In Formel (4) wichst (g)n fiir ,,sehr grofe n* iiber alle Grenzen. Daher existiert fiir den Umfang U,, keinen Grenzwert.

1.2 Flache einer Quadratischen Flocke

Im Gegensatz zum Umfang U,, der Figur n lisst sich anhand der Grafiken (sieche Abbildung 1) beim Flicheninhalt
A, auch fiir ,,sehr grofe n“ ein Grenzwert 2 - s> = 162 vermuten.
Aus den Berechnungen der Flacheninhalte der Figur 1

A =s2+4- (f)Z

3
=117, (5)
Figur 2
A —32+4-(f)2+4- s 1) g
2 3 33
=137 (6)
und Figur 3
2 1\? s 1 1)\2
—2a4.(2 . S T 4.1 (2.2.2 . )
A35+(3)+4 373) 7T 373°3) °)°
:%NMS,H (7)

lasst sich eine allgemeine Formel fiir den Flicheninhalt A,, herleiten: Mit Ay = s2 gilt

n k
1
An282+4'82'g (32) 'Sk_l
k=1

4 5\ k-1
:SQ+9.52.;(9> , fiir alle n > 1. (8)

Dies enthélteine geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢ = g < 1 und damit ist A,, konvergent. Es gilt folgende
Grenzwertformel:

A:= lim A,

n—00

=+ (50) (25)

—2.52=162. 9)

Somit stimmt der berechnete Grenzwert A mit der intuitiven Losung 2s? iiberein.
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1.3 Geometrische Reihe

Die Reihe
1 1 1 1 1 1
=l4+-+-F-F—=4+—=+—=—+... 1
In +2+4+8+16+32+64+ (10)

ist die geometrische Reihe mit g = % und

o = Zn: (;)k (11)

k=0

Durch die Berechnung des Grenzwertes g mit der Grenzwertformel fiir die geometrische Reihe

=2 (12)

bestétigt sich die intuitive Annahme.
Diesen Grenzwert kann man aus geeigneten Veranschaulichungen auch ohne Grenzwertformel schlieffen. Zwei mog-
liche Veranschaulichungen sind:

=

Veranschaulichung 1 Veranschaulichung 2

In beiden Veranschaulichungsmglichkeiten wird jeder Bruch durch eine Vierecksfliche reprisentiert. Setzt man
den Inhalt des linken, groflen Quadrates in beiden Fallen gleich 1, so entspricht der Fliacheninhalt eines jeden
Rechtecks genau dem Wert eines Bruches der geometrischen Reihe. Dies geschieht in Veranschaulichung 1 und 2
auf verschiedene Arten: In Veranschaulichung 1 wird fiir Briiche mit quadratischem Nenner ein Quadrat mit Sei-

tenlinge a = e mit n € N gewihlt, fiir alle anderen eine Rechtecksdarstellung mit Seitenléngen a = Tt und

_ 1 :
b—Q.WmltnEN.

1.4 Harmonische Reihe

Im Gegensatz zur geometrischen Reihe bestétigen sich beim Grenzwertverhalten der harmonischen Reihe die intui-
tiven Annahmen nicht.

Denn obwohl die Reihenglieder stets kleiner werden und gegen 0 konvergieren, wéchst die Reihe fiir ,,sehr grofte n‘
iiber alle Grenzen.

Aus den graphischen Veranschaulichungen kann man eine Anregung fiir folgende Beweisidee erhalten. Hierbei wer-
den auschlieRlich h,, betrachtet, fiir die n = 2* mit k € N gilt:

o= L GHD) o+ GHiried) ¢+ (et )
> 1+ 5o (D) GHErE) ¢ (et 13)
=14+ 53 + 3 + 3 + + 3
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Demzufolge gilt
hn>1+21=1+1~21:1+1-k (14)
- —l 2 2

weswegen h,, fiir ,sehr grofe n iiber alle Grenzen wéchst.

2 Uberraschungen

2.1 Diagonale in Rechteck

B . B B
a/a
a/?
) d af4
d al4
Wi a4 | -
A b A b/2 b/2 A D4 b/ b/a b/
Figur O Figur 1 Figur 2

Abbildung 2: Verbindung zwischen Punkt A und B

Anhand von Abbildung 2 gewinnt man den Eindruck, dass durch eine Verkleinerung der Treppenstufen eine
Annéherung der Treppenlinie an die Diagonale d im Rechteck mit den Seitenldngen a und b und somit eine Weg-
verkiirzung moglich wére.

Fiir die Lange ¢; der Treppenlinie in Figur 1 gilt:

Nach der Berechnung der Lange der Treppenlinien ¢, aus Figur 2 und ¢3 aus Figur 3

b= S (a4 (a4 (@) £ (@t

4 4 4 4
fs= S (aB) 4 (a4b) = (atb)+ 2 (a+D)
378 8 8 8

1 1 1 1

erkennt man allerdings, dass auch fiir ,,sehr grofse n* gilt:

. . " a b
e ™ o (2 ‘ <2 * 2)>

= lim (a+b) = t. (18)
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Im Gegensatz zum optischen Eindruck verkiirzt sich die Wegldnge nicht, sondern ist stets gleich der Summe der
Ausgangsseiten tg = a + b.

2.2 Halbkreis in Halbkreis

Gleiche Radien. Analog zur Aufgabe ,Diagonale im Rechteck® ndhern sich auch hier die aneinandergereihten
Halbkreisbégen optisch dem Druchmesser d = 2 - r des grofsen Halbkreises aus Figur 0.

" YooY Yo Yo

Figur O Figur 1 Figur 2 Figur 3 Figur 4

Abbildung 3: Figurenfolge aneinandergereihter Halbkreise mit gleichen Radien

Dass dies aber fiir die Linge der aneinandergereihten Halbkreisbdgen nicht gilt, wird ersichtlich durch die
Berechnung der Lange der Halbkreisbogen der ersten Figuren

r r
=m-r=h (19)
2 =7 s 1 T 1 T 1 T
=m-r=hy (20)
3=3 T 3 s 3 s 3 T 3 T 3 T 3 T 3 s
:7T-’/’:h0 (21)
oder allgemein fiir ,,sehr grofe n‘
. . r
lim h, = lim (2”(—7r))
n—oo n—oo on
= lim (7-7) = ho. (22)

n—oo

Demzufolge ist auch hier im Gegensatz zum optischen Eindruck die Lénge der aneinandergereihten Halbkreisb6gen
stets gleich der Bogenlénge des Halbkreises aus Figur 0.

Verschiedene Radien. Bei der Formulierung der Aufgabenstellung zur Figurenfolge aus Abbildung 4 muss man
bereits erkannt haben, dass auch hier keine Ann&herung der Lénge der aneinandergereihten Halbkreisbogen an den
Durchmesser des ersten Halbkreisbogens moglich ist.

Die Lénge der aneinandergereihten Halbkreisbogen mit verschiedenen Radien berechnet sich analog zu der
Aufgabe mit gleichen Radien.
Fiir die Lange des Halbkreisbogens hg liber dem Durchmesser d gilt

d

h0:§'

™ (23)
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A 7 2o

Figur 0 Figur 1 Figur 2

Losungshinweise

Abbildung 4: Figurenfolge aneinandergereihter Halbkreise mit unterschiedlichen Radien

In Figur 1 wird der Durchmesser in einem beliebigen Verhéltnis in die beiden Strecken a und b geteilt. Fiir die
Linge der aneinandergereihten Halbkreisbdgen aus Figur 1 folgt

(24)

Nachdem das Teilungsverhéltnis beibehalten werden soll, gilt analog fiir die Léngen der aneinandergereihten Halb-
kreisbogen ho der Figur 2

hyo%. 2.4 o baed o b d b bod
R R R R R B R B R AR
B (a+b) a (a+b) b
_”< a 2)TT\ a3
I
Ty TG
d
hs der Figur 3
hyo%.0ad baad abad bboad
3Tdd a2 T T ad 2" T ada a2 T T ad 2"
Laabd babd abbd bbbd_
d d d 2 d d d 2 d d d 2 d d d 2
_ (et e} ((atd)” b
-7 2 277 22
gt
) 2
d
oder allgemein fiir h,, der Figur n
o (a+b)"" a N (@+b"" b
n= T a1 2" -1 2
a+ b
=TT — me —
2 2
d
=5 m=ho (27)
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Demzufolge ist auch hier im Gegensatz zum optischen Eindruck die Lange der aneinandergereihten Halbkreisbogen
stets gleich der Bogenldnge des Halbkreises aus Figur 0.

Zu dieser Figurenfolge existieren beliebig viele Variationsméglichkeiten zur Formulierung der entsprechenden
Aufgabe. Hier soll nur ein Beispiel hierfiir gegeben werden:

Der Halbkreis der Figur 0 hat den Durchmesser d. In Figur 1 wird der Durchmesser der Figur 0 in
einem beliebigen Verhdltnis geteilt. Bei jeder weiteren Figur wird tber jeder der Teilstrecken ein neuer
Halbkreis im selben Verhdltnis wie in der vorherigen Figur konstruiert. Wie dndert sich die Summe der
Bogenlingen nach jedem Schritt? Berechne die Ldnge aller Halbkreisbogen, die bei jeder meuen Figur
jeweils hinzukommen!

3 Numerisch, Graphisch und Symbolisch

3.1 Kreis in Quadrat

& 333
\ / +44

Figur O Figur 1 Figur 2

Abbildung 5: Folge von Kreis in Quadrat

Bei der Figurenfolge Kreis in Quadrat (sieche Abbildung 5) erhéht sich bei jedem Folgenschritt die Anzahl der
einbeschriebenen Kreise um den Faktor 4 mit Quadratseitenldnge s = 1. Dabei stellt sich die Frage, ob sich dadurch
am Verhéltnis des schwarzen zum weifen Flacheninhalts etwas dndert.

S;
Abbildung 6: Gleichbleibendes Verhéltnis der Fldcheninhalte von schwarzer und weifser Fléache

In Abbildung 6 ist zu erkennen, dass in jedem Folgeglied Figur 2, Figur 3,..., Figur n die Figur 1 wieder zu
finden ist, allerdings um den Faktor g = 4,”%1 fiir alle n > 2 gestaucht.

Ay, A (=)o

At ()

(28)
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Demzufolge bleibt das Verhéltnis der Fléacheninhalte von schwarzer und weifser Fliche stets konstant, da i—w unab-
héngig von der Anzahl der einbeschriebenen Kreise ist. 4
Somit nimmt die schwarze Fldche 477” der gesamten Flache ein, also ungefihr 21%.

3.2 Quadrat im Quadrat

Aus den Eigenschaften des Quadrats ist bekannt, dass sich in ein Quadrat ein Quadrat einbeschreiben lasst. Nach
Abbildung 7 ist zu erkennen, dass der Spezialfall gew&hlt werden soll, bei dem die Eckpunkte des einbeschriebenen
Quadrats auf den Seitenmitten des duferen Quadrats liegen.

_@O®

Figur O Figur 1 Figur 2 Figur 3 Figur 4 Figur 5

Abbildung 7: Figurenfolge Quadrat in Quadrat

Es sei s9 = 1 die Seitenléinge der Figur 0 und Ay = s2 sein Flicheninhalt. Nach dem Satz des Pythagoras ergibt
sich fiir die Seitenlénge s; des ersten einbeschriebenen Quadrats:

S§1 = ? *S0- (29)

Also betrégt der schwarze Flidcheninhalt A; der Figur 1

A1:A0—<\[

Ag == (30)

[\
S
va
o
S—
(V)

Nach dem Satz des Pythagoras lassen sich analog zu s; die Seitenldngen zur Figur 2

V2

$2=—— 81
2

5'50:* (31)

—_
—_

und Figur 3 berechnen

oder allgemein:
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Der schwarze Flacheninhalt der Figur 2

2
A1+ £ +So
2
5 2
_ ﬁ (2
—80 2 © S0 B S0
1 1 3
und Figur 3 betrigt
3 2
A3—A27 <\/§> So
2
2 2 2 3 2
o (1YY (2 L) (Y
2 2 2
1 1 1 5
=l 3t 57w (35)

) 1 1 1
=1

8 24 8
NSRS S U U U |
- 2 22 2 2 2

1 1\? 1\*
:1—7 -1 — | =
2+ (3) - (3)

ORORORO)

Das wechselnde Vorzeichen einer (alternierenden)
zuriickgreift:

:U

eihe erhélt man, indem man auf folgende Gesetzméfigkeit

(1" =

{ 1 fiir n gerade, (37)

—1 flir » ungerade.

Damit ergibt sich fiir Formel (36) die Darstellung
SO0
o (3 () o () e 3
(B ()

Aus diesen Uberlegungen liisst sich eine allgemeine Formel zur Berechnung des schwarzen Flicheninhalts der Figur n
herleiten:

A, = En: (-é)k (39)

k=0



Mathemagische Momente
Und so weiter... Anniherung an das Unendliche Losungshinweise

Damit kann der schwarze Flacheninhalt der Figur n iiber eine alternierende geometrische Reihe mit ¢ = % berechnet
werden. Diese Reihe konvergiert fiir n — oo gegen den Grenzwert

1\ 2
A = lim A, = 1i - == 40
Jim A= i 32 (5) = (0)

Also sind rund 67% der Figur schwarz.

3.3 Dreieck im Dreieck

Aus den Eigenschaften eines gleichseitigen Dreiecks ist bekannt, dass sich ein weiteres gleichseitiges Dreieck mit den
Ecken auf den Seitenmitten des gréfieren Dreiecks einbeschreiben ldsst.

ALAALA

Figur O Figur 1 Figur 2 Figur 3 Figur 4 Figur 5

Abbildung 8: Figurenfolge Dreieck in Dreieck

Sei Ag der schwarze Flidcheninhalt des gleichseitigen Dreiecks aus Figur 0. Nach Voraussetzung ist Ag = 1. Aus
geometrischen Uberlegungen ergibt sich, dass das einbeschriebene Dreieck ein Mittendreieck ist und demzufolge der
Fliacheninhalt des einbeschriebenen Dreiecks Ay, = i - Ag sein muss. Demnach betréigt der schwarze Flacheninhalt
der Figur 1

=1—-=-. (41)
Analaog berechnet sich der schwarze Flacheninhalt As der Figur 2 rekursiv aus Ay, bzw. Ag:

1
AQ:A1+Z~AW1

1 1 1
=Ag—=-Ag+=-(=-4
0~ g 0+4 (4 o)

1 1
=1—--+—. 42
4+16 (42)

Allgemein ergibt sich also fiir die Berechnung des schwarzen Fliacheninhalts der Figur n eine alternierende geome-
trische Reihe mit ¢ = i:

An=Y" (i)k (43)

k=0

Diese Reihe konvergiert fiir n — oo gegen den Grenzwert
_ o 1\ 4
Ay = nlin;o A, = nlgr;o];) <4) =z (44)
Also sind 80% der Figur schwarz.

10
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3.4 Sechseck im Sechseck

Aus den Eigenschaften eines gleichseitigen Secksecks ist bekannt, dass sich ein weiteres gleichseitiges Sechseck mit
den Ecken auf den Seitenmitten des groferen Sechsecks einbeschreiben lésst.

B e e

Figur O Figur 1 Figur 2 Figur 3 Figur 4 Figur 5

Abbildung 9: Figurenfolge zu Sechseck in Sechseck

Sei sg die Seitenldnge des gleichseitigen Sechsecks der Figur 0 und nach Voraussetzung Ag = 1 der schwarze
Flacheninhalt der Figur 0.
Nach dem Satz des Pythagoras ergibt sich fiir die Seitenléingen s; des einbeschriebenen Sechsecks!

Sn )\ 2
RO

= ?SO. (45)

Demzufolge gilt fiir den Flacheninhalt Ay, des einbeschriebenen Dreiecks

Aw :M.

1

- Ag. (46)
Der schwarze Flacheninhalt der Figur 1 betrdgt somit:

3
Av=Ao— 7 Ay

31
—1-2=" 47

Rekursiv lasst sich nach demselben Prinzip der schwarze Flacheninhalt der Figur 2 berechnen:

3
A2=A1+1'A1

3 3 3
:AO—'AO+'(4'A0>

4 4
3. 9 13

3,91 4
1716 16 (48)

1Fiir die Fliche A eines Sechsecks mit Seitenlinge s gilt: A = 3V8 . 2,

11
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Aus den ersten Figuren kann eine allgemeine Formel zur Berechnung des schwarzen Fliacheninhalts der Figur n
hergeleitet werden.

A, = f: (-i)k (49)

k=0

Dies ist eine alternierende geometrische Reihe mit g = g. Sie konvergiert fiir n — oo gegen den Grenzwert

3\ 4
o= Jiy = i 32 () = 0)
k=0
Also sind rund 57% der Figur schwarz.

4 Von der Ebene in den Raum

4.1 Tetraeder im Tetraeder

Aus den Eigenschaften Platonischer Korper ist bekannt, dass sich in ein Tetraeder ein Tetrader einbeschreiben
lasst. Die Eckpunkte des einbeschriebenen Korpers liegen dabei stets auf den Seitenflichenmitten des umgebenden
Korpers.

L
Ayi
Figur 0 Figur 1 Skizze fiir Berechnung

Es sei sg die Kantenlédnge des regelméfigen Tetraeders aus Figur 0 mit sg = a, so gilt fiir das ausgefiillte Volumen
Vo der Figur 0

V2
Vo= 15 -a®. (51)

Nachdem der Schwerpunkt des gleichseitigen Dreiecks die Hohen hg im Verhéltnis 2 : 1 teilt und s’ die Seiten-
lainge des Mittendreiecks zum gleichseitigen Dreieck mit Seitenldnge sq ist, ergibt sich fiir die Kantenldnge s; des
einbschriebenen Tetraeders 77 aufgrund der zentrischen Streckung

2 (L
51—3 9 S0
1
= — - S
3 0
1

12
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Damit erhédlt man fiir das Volumen V7, des einbeschriebenen Tetraeders

VTl_ﬁ 81
V2 1Y
12 \3° %

1
- V.
o7 0

Das gefiillte Volumen V; von Figur 1 ist demzufolge

Vi=Vo— Vg
1
=Vo— 5= Vo
26
_E.VO.

(54)

Analog lasst sich die Kantenldnge ss und das Volumen Vr, des néchst kleineren Tetraeders von Figur 2 berechnen

3 ()
(1)
S

0

1
.<2
1 2
3) s

- a

V2

VTz:ﬁ'Sg
3

7 () )

R N

12 3

1 2

“(z) W

Daraus ergibt sich fiir das gefiillte Volumen V5 der Figur 2

Vo=V1+4+ Vg,
:%_VT1+VT2
2
1 1

_%_27.%4_(2’7) 'VO

703
=— V.

729 °

(56)

(57)

Aus den ersten Figuren kann eine allgemeine Formel zur Berechnung des gefiillten Volumens der Figur n hergeleitet

werden:

n 1 k
Vn—Vo~Z<—27) :

k=0

(58)

13
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Dies ist eine alternierende geometrische Reihe mit g = 2% Sie konvergiert fiir n — oo gegen den Grenzwert
n k
1 27
= li =1 . = == W
Vo= Jim V= Jim Vo3 (<) = 510 )
Demzufolge sind ungefdhr 96% des urspriinglichen Tetraeders Vy (siehe Formel 51) gefiillt.

4.2 Oktaeder im Wiirfel

Aus den Eigenschaften Platonischer Korper ist bekannt, dass sich in einen Wiirfel ein Oktaeder einbeschreiben

lasst. Die Eckpunkte des einbeschriebenen Korpers liegen dabei stets auf den Seitenflichenmitten des umgebenden
Korpers.

Figur 0 Figur 1 Skizze fiir Berechnung

Das Volumen Vi, des Wiirfels W; mit Kantenlénge w; = a ist:

01 = 7 a (61)
Demzufolge ergibt sich fiir das Volumen V mit dem ersten einbeschriebenen Oktaeder?
‘/O = VW1 - V01
s V3 (V3
=aq° - — - | —
3 2
5
=3 -a®. (62)

Zur Bestimmung der Kantenlénge des néchstkleineren einbeschriebnen Wiirfels W5 ist folgende Voriiberlegung
notwendig:

Nachdem die Seitenflachenmitte die Seitenhdhe hg im Verhéltnis 2 : 1 teilt, folgt nach den Gesetzen der Zentrischen
Streckung fiir die halbe Diagonalenlénge dy der Wiirfelseite W7

V2
5 @ (63)

2Fiir das Volumen V eines Oktaeders mit Kantenléinge o gilt: V = % - 0%,

14
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Daraus ergibt sich fiir die Kantenlénge wo des Wiirfels W5 nach dem Satz des Pythagoras:

\/§ 2 \/5 2
SEEE

(64)

wl e

Analog zur Formel (61) gilt fiir die Seitenlénge oo des zweiten Oktaeders Os

02 = - (65)

Demzufolge gilt fiir das Volumen Viy,_o, unter Zuhilfenahme der Volumina des Wiirfels Viy, und des einbeschrie-
benen Oktaeders Vo,

Vwo—0, = V1 + Vi, — Vo,
) 3
ad \/5 <\/§ a)

T 27 3
(L) {f(f)

= (217) 17 (66)

6

bzw. allgemein

1
VWrH»l—OyH»l = (27> V-1

- (217) Vo, (67)

Dies ist eine geometrische Reihe mit ¢ = 2% < 1. Damit konvergiert diese gegen den Grenzwert:

n k
1
Voo := lim V,, = lim E (27) - Vo

k=0
NEREN
5,

Damit sind ungefahr 87% ausgefiillt.
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